SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica

KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
I RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2013/14. godina

1. Nadi minimalnu vrijednost izraza A = |x+1|+|x—2|+|x—3 , xeR.

2. Akoje 3x* +x =1, izratunati vrijednost izraza 6x° — x* —3x +2014.

3. Urombu ABCD sa uglom od 60° kod vrha A, na stranicama AB i B_C date su tacke M i N,
takve da je zbir duzi AM + NC jednak stranici romba. Dokazati da je trougao MND

jednakostranicni.
4. Ako su aib duZine kateta, ¢ je duZina hipotenuze, a 4 je duZina visine na hipotenuzu u

pravouglom trouglu, dokazatida je ¢+ h > a+b.

Zabranjena upotreba kalkulatora.

SRETNO!
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SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica

Rjesenja zadataka za | razred

1. Razlikujemo nekoliko slu¢ajeva.
e Akoje x<-I, tadaje 4=—(x+1)—(x—2)—(x—3)=-3x+4. Zatim,
x<-1=-3x>23=42>7.
o Akoje —1<x<2, A=x+1—(x—2)—(x—3)=6—x26—2=4.
o Akoje 2<x<3, A=x+1+x—2—(x—3)=x+2>4.

o Akoje x>3,A=x+1+x-2+x-3=3x—-4>5.
Iz svega zaklju¢ujemo da je najmanja vrijednost datog izraza 4.

2. Pomocu dijeljenja polinoma (ili nekom drugom transformacijom) lako se dobije da je
6x" —x* —3x = (3x" +x)(2x—1)-2x =2x-1-2x =1, dakle

[S——
1

6x> — x> —3x+2014 =2013.

3. NaduZi AD uotimo tatku E tako da je W=E, a na duzi CD neka je tatka F
tako da je CN =CF. Tada su trouglovi AME i NCF jednakostranicni i oCigledno su
podudarni trouglovi MBN, DNF i DEM . Otuda slijedi da je MN =ND=DM.
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v, . ab .. . . b .
4. Postoje % = % (povrsina trougla), imamo daje ab=ch= h = a_. Tada je
c

ab
c+h>a+bosc+—>a+bect+ab>ac+bec < c* +ab—ac—be >0 <
c

& c(c-b)-a(c-b)>0& (c—a)(c—b)>0.

Zadnja nejednakost je ocigledno tacna jerje ¢ >a i ¢ >b.
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KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
II RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2013/14. godina

1. Uporediti brojeve x =+/2012 ++/2013 i y =+/2011++/2014.

2. U pravougli trougao sa katetama a = 6, b =8 upisan je pravougaonik tako da mu jedna stranica

leZi na hipotenuzi, a preostala dva vrha su mu na katetama trougla. Odrediti ivice

pravougaonika, ako se zna da on ima maksimalnu povrsinu.
/. . s e . . 2 2 2 2.2
3. Nadisve trojke cijelih brojeva (a,b,c) tako da je 3(a—3) +6b” +2¢” +3b°c” =33.

\/§+51

66
4. Dokazatida je (—] cijeli broj (i je imaginarna jedinica).

4+2i3

Zabranjena upotreba kalkulatora.

SRETNO!
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Rjesenja zadataka za Il razred

1. Nekaje @ =2012,5. Tadaje x=+/a+0,5+/a—0,5 i y=+Ja+1,5+Ja—15.

Otuda slijedi da je

2 =a+0,5+2a*-0,25+a—0,5=2a+2Ja® 0,25, dok je
V2 =a+1,5+2ya*-2,25 +a—1,5=2a+2Ja*> —2,25.

Posto je —0,25>-2,25=a” -0,25>a”> —2,25= x> > %, dakle x> y.

2. Neka je x duzina stranice pravougaonika koja lezi na hipotenuzi ¢, a y druga stranica.

Najprije odredimo duZinu hipotenuze datog trougla pomodéu Pitagorine teoreme

c=+6>+8 =10.

Posmatrajmo trouglove ABC, CDF, AED. Oni su medusobno sli¢ni.

Iz slicnosti trouglova imamo:

x:CD=10:8=CD=—x i

(RN

—= 3., == 3., 4 . 34 12
:(8=CD)=6:10=> y==(8-CD)==(8-—x)==-—(10-x) = —(10—x).
yi( ) y=5( ) =580 =2210-x)=—"2(10-x)

Povrsina upisanog pravougaonika je onda jednaka

12 12 24
P=—x(10-x)=——x"+—x X
25 25 5 E
_ . . y
Ova povrsina je maksimalna ako je S A
24
5 12
x:L:S, aotudaje y=—.
12 5
.-<
25

3. Otito je broj c djeljivsa3iosimtoga 2¢* <33 =¢c*<17=c¢=0 ili c =43.

Ako je ¢=0, poslije skrad¢ivanja jednacine sa 3, dobijamo da je (Cl—3)2 +2b* =11. To

znatidaje 2b° <11=b* <5,5=be{0,%1,£2}.
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Akoje b =0, tada je (Cl—3)2 =11. Ova jednacina nema cjelobronih rjesenja po a.

Akoje b=+1, tadaje (a—3) =9=a=0ili a=6.

Time imamo rjedenja: (6,1,0),(6,-1,0),(0,1,0),(0,-1,0).

Ako je b ==2, dobije se (Cl—3)2 =3. Ova jednacina nema cjelobronih rjesenja po a. Time

smo iscrpili sve sluajeve po nepoznatima i b kad je ¢ =0.

Najzad, ako je c¢=43, poslije skracivanja jednafine sa 3, dobijemo jednacinu
(Cl—3)2+11b2 =5. Ona je moguca samo ako je 19:0:>(a—3)2 =5, a ova jednacina

nema cjelobronih rjesenja po a.
Dakle, sva rje3enja date jednatine su trojke (6,1,0),(6,-1,0),(0,1,0),(0,-1,0).

4. Postoje

3e5i Basi 4-2iV3 a3-6i+20i+10y3 14(V3+i) By

4+42i3  4+2i3 4-2i3 16+(243) 28 2

9

slijedi da je

\/§+5i *
4+2i\3

2 8

2
{\/g‘i'l)s :[3\/§+9i+3\/§i2+i3]22:(§]22 202
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KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
III RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2013/14. godina

\/§COS400
j s

sin40° 2420 1
1. Dokazatidaje (ﬁ) .Qeos™ 35 (_

NE)
2. Dutine stranica paralelograma su a i b, a>b, a jedan unutrasnji ugao je «. lzraCunati

povrsinu ¢etverougla ograni¢enog simetralama unutrasnjih uglova paralelograma.

1
3. Date su tacke A(—%,OJ,B(LO),C(—I,O). Na pravoj y = x—3 nadi sve tacke iz kojih se

duii I? i E‘ vide pod istim uglom.

4. Soba ima oblik kocke ¢ija je ivica duZine 3 m. U sobi se nalazi 136 muha. Dokazati da se u svakom
trenutku bar 6 muha moze obuhvatiti sferom polupreénika 9 dm.

Zabranjena upotreba kalkulatora.

SRETNO!
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Rjesenja zadataka za lll razred

0
sin40° 2,40 1 V3 c0s40 lsin400+20052350—£cos400
cos” 35 2 2
1 (V3) o | —=
V3

: 0 0 : 0
_ 300560 5in 40 +1+cos 70°—sin 60° sin40° _ 351“(40 ~60° J+14sin20 _ 3-sin200+1+sin20° _ 3

2. Dokazimo najprije da je cetverougao ogranicen simetralama unutrasnjih uglova
paralelograma pravougaonik. Neka se simetrale paralelograma ABCD sijeku tako da odreduju
Cetverougao MNPQ. Ako je «<BAD = «,tada je

XABC =180 —a = <ABP =90’ —%: <XAPB =90°.
Analogno se dokaze i za ostale uglove ¢etverougla MNPQ da su pravi.

10 —
Trougao AQD je pravougli. Zato je cos% = TQ = A0 =b cos%.
10+0P — _
Trougao APB je pravougli. Zato je cos% = & = (0P=a cos%— AQ = (a —b)cos%.
a

Analogno dobijemo: D_Q:bsin% [ M_Q:(a—b)sin%.

TraZena povrsina je: P =(a —b)cos%-(a —b)sin% = %(a —b)2 sina.

http://www.smsfojnica.com



SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica

3. Pretpostavimo da tacka M(x,y) na pravoj y =x—3 ima traZenu osobinu. To znaci da je

XAMC = «xBMC.Posto su tacke A4,B,C kolinearne sa poretkom 4—C - B, to znaci da je

prava MC simetrala ugla <AMB u trouglu ABM. Prema poznatoj osobini simetrale
unutrasnjeg ugla u trouglu slijedi:

—m= T 15 17Y?
AC:BC=4M :MB.4j. —:3= (x+7] ry? (x=2)7 + )2

RjeSavanjem proporcije slijedi:

15 > 17 > 17
5 (x=2)"+y* =3 (x+?] +y2:>225[(x—2) +y2}=36 (x+?] +)? |=

—189y% =—189x% +1512x+1701 = y? = —x* +8x +9.

y=x-3

2

Time imamo sistem jednacina 5 .
y-==x"+8x+9

RjeSavanjem ovog sistema dobijemo rjeSenja — dvije tacke zadovoljavaju uslove zadatka, a to
su M, (0,—3), M, (7,4).

[/ O ]
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4. Ocito se data kocka moze podijeliti na 27 kocki ivice 1m. Posto je 136=27-5+1,

zakljuCujemo da mora postojati kocka ivice 1 m u kojoj se u svakom trenutku nalazi bar 6
3
muha. Ako toj kocki opisemo sferu, njen poluprecnik je R :7mz 0,867m < 0,9m =9dm

(jer je duzina prostorne dijagonale kocke \/gm ).
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KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
IV RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2013/14. godina

1. Izracunati x ako u binomnom razvoju dobijemo 56 kad oduzmemo Sesti od

Cetvrtog ¢lana (sabirka).

Rijesiti jednatinu z° —\/523 +1=0 u skupu kompleksnih brojeva.

Dat je jednakokraki trougao ABC u kome je <ACB =120" i neka je a duZina kraka trougla
ABC. Neka je M, srediSte stranice AC i N, srediste stranice BC. Upidimo u AABC

pravougaonik tako da jedna njegova stranica lezi na duZi 4B, a suprotna stranica je M N,.

Neka je M, srediste duzi M ,C i N,srediSte duzi N,C. Upis§imo u AM N,C pravougaonik

tako da jedna njegova stranica leZi na duzi M,N,, a suprotna stranica je M,N,. Nastavljamo

ovaj proces tako da dobijamo pravougaonike ije su gornje stranice M,N,,M ,N,,....M N ,...
Izracunati zbir povrsina svih pravougaonika.
4. Dokazatida je broj 111...1—222...2 kvadrat cijelog broja za svaki prirodni broj n.
—

2n cifara ncifara

Zabranjena upotreba kalkulatora.

SRETNO!
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Rjesenja zadataka za IV razred

o '632]8,
je

1. Sesti ¢lan u razvoju binoma | — + —
[ NERNGE

5
— 56 . 2—x+1

3 5 3N /s

16 X 2 DX

T, = 8 ‘/27 ) 32 _56./ 22716 | .| 216 2
)% ) 1%

dok je Cetvrti ¢lan

5 3 3\° 5 %)\
16 al o
_ 8\ V2© | [ V32 —56.122 16 | .[216 2 | =56.2% Dakle
4 16 . '
3)| W8 | | Jox

2
Ty~Tg =56 < 2" -2 =1 (2°) -2=2".

Akoje 2% =1, tadaje t> —t—2=0=¢=2ili t=—1.

Otitoje t>0=>¢t=2=2"=2=x=1.

V2+\2-4 22 V2

2 2 2

(1£i).

2. Uzmimo smjenu z* =¢. Tada je ¢° —2t+1=0= hy=
L. . .. e . v. 3 2 AN .3 .
Vradanjem smjene dobijemo dvije jednaline po z: z° = 7(1 +z) i z7 = —(l—z).
T . T T .. T . . Y. .. Sy
Posto 1+i= \/E(cosz+ Isin Z] =27 = cosz+ I smz, iz prve jednacine dobijemo tri rjeSenja

Ei2kr T2k
Ziyy = cos4T+isin4T(k =0,1,2). Otuda je

m_Jo+v2 No-2

z, = COS = +i8in —— =
12 12 4 4

371\/5

Or .. 9& 3z .. .
z, =Cos—+isin——=cos—+isin == ——(-1+i);
2 4 2

12
177 .. 1In st . St J6e—-v2 Je+2
Z3=COS +1SIn =—COS——ISiIm—=-— —1
12 12 12 12 4 4
_V2-V6  N6+\2
4 4
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Preostala tri rjeSenja polazne jednacine dobi¢cemo rjeSavanjem jednacine

z° :Q(l—z‘) :Q-ﬁ(cosz—isinﬁj —cos = —isin %, tj.
2 4 4 4 4

2

=  —o+2%n  -T+2kn
Zys6 =4 cosz—isinz = cos%ﬂ'sin%, k=0,1,2.

n_Jo+v2 2-46

T, .
Z, =COS——iSIin—=
12

12 4 4
T .. T« Sk .. 5« \/5—\/6 \/64.\/5
Z; =COS——+isSIn— =—Ccos—+isin— = +1i ;
12 12 12 12 4 4
157 . 15z st S5m0 N2,
Zg = COS——+isin—— = cos — +isin — = ———(1+1i).
12 4 2
3. Oznatimo sa )y,),,... visine pravougaonika. Ako su R,S|,R,,S,,... preostali vrhovi
pravougaonika (kao na slici) i ako je x; = AR}, x; = M, R, (i > 1),tada se lako dobije:
3 . 3
X =2 cos30° :i, b% = Z5in30° ZE,MIN1 :i,
2 4 2 4 2

_a3

X9 ]

a
, =— M Ny =——ro ,...
V2 3 24Vp 4

Povrsine pravougaonika su:

2 2 2
TR

8 32 128

R= ,... dok je traZena suma:

O I S E) g _a\3
+ + +..= = .

8 32 128 1 6
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4. Nekaje x=111...1. Tada je
%,_J

n cifara

111..1-222..2=x10" +x-2x=x-10" —x =x(10" = 1) =x-999..9 = x-9x = 9x” = (3x)’.

2n cifara ncifara ncifara
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